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Fonctions réelles à une variable

Problème I.1 : Dessiner un graphe

On considère
fpxq “ x2

`
1

x
.

1. Le domaine de définition est
Df “ Rzt0u.

2. On factorise :
fpxq “

px ` 1qpx2 ´ x ` 1q

x
.

Comme

x2
´ x ` 1 “

ˆ

x ´
1

2

˙2

`
3

4
ą 0,

le signe de fpxq est celui de px ` 1q{x. Ainsi,

fpxq ě 0 ðñ x Ps ´ 8,´1sYs0,`8r.

3. On obtient
lim
xÑ0´

fpxq “ ´8, lim
xÑ0`

fpxq “ `8, lim
xÑ˘8

fpxq “ `8.

La droite x “ 0 est une asymptote verticale. Il n’y a pas d’asymptote horizontale.

4. On a
fpxq

x2
“ 1 `

1

x3
ÝÝÝÝÑ
xÑ˘8

1,
fpxq

1{x
“ 1 ` x3

ÝÝÑ
xÑ0

1.

Donc

fpxq „
xÑ˘8

x2, fpxq „
xÑ0

1

x
.

5. La dérivée est
f 1

pxq “ 2x ´
1

x2
“

2x3 ´ 1

x2
.

Posons α “ 2´1{3. Le dénominateur étant positif, f 1 est négative pour x ă α, hors 0, et positive
pour x ą α.

Intervalle s ´ 8, 0r s0, αs rα,`8r

Signe de f 1 ´ ´ `

Variation de f `8 Œ ´8 `8 Œ
3

22{3

3

22{3
Õ `8

Puisque 1{α “ 2α2, on a

fpαq “ 3α2
“

3

22{3
.

L’unique extremum local est donc un minimum local :

M “

ˆ

2´1{3,
3

22{3

˙

.

Ce n’est pas un minimum global sur Df , car f n’est pas minorée.
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6. On calcule
f2

pxq “ 2 `
2

x3
“

2px3 ` 1q

x3
.

Cette dérivée seconde s’annule et change de signe en ´1. L’unique point d’inflexion est donc

A “ p´1, 0q.

Le point 0 est exclu du domaine.

7. Le signe de f2 donne
x s ´ 8,´1r s ´ 1, 0r s0,`8r

f2pxq ` ´ `

f convexe concave convexe

8. La branche négative descend de `8 vers ´8, en passant par A. La branche positive descend
jusqu’à M , puis remonte vers `8.

De plus,

fpxq ´ x2
“

1

x
ÝÝÝÝÑ
xÑ˘8

0.

La courbe se rapproche donc de la parabole y “ x2, par-dessous à gauche et par-dessus à droite.

La tangente en A a pour équation

y “ f 1
p´1qpx ` 1q “ ´3px ` 1q.

x

y

´3 ´2 ´1 1 2 3

´4

´2

2

4

6

8

A
M

y “ x2 ` 1{x
y “ x2

Problème I.2 : Théorèmes de Taylor

On suppose f P C4pIq, a P I et, dans un premier temps, x ą a.

Formule de Taylor avec reste intégral

1. Le théorème fondamental de l’analyse affirme que, pour g continue, la fonction

Gpyq “

ż y

a

gptq dt

est dérivable et vérifie G1 “ g. En particulier,

fpxq “ fpaq `

ż x

a

f 1
pt1q dt1.
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2. En appliquant ce résultat à f 1,

f 1
pt1q “ f 1

paq `

ż t1

a

f2
pt2q dt2.

Par substitution,

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

ż x

a

ż t1

a

f2
pt2q dt2 dt1.

3. De même,

f2
pt2q “ f2

paq `

ż t2

a

f3
pt3q dt3.

Comme
ż x

a

ż t1

a

1 dt2 dt1 “

ż x

a

pt1 ´ aq dt1 “
px ´ aq2

2
,

on obtient

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2

`

ż x

a

ż t1

a

ż t2

a

f3
pt3q dt3 dt2 dt1.

4. Le domaine d’intégration est
a ď t3 ď t2 ď t1 ď x.

En posant t “ t3 et en inversant l’ordre,
ż x

a

ż t1

a

ż t2

a

gpt3q dt3 dt2 dt1

“

ż x

a

gptq

ż x

t

ż x

t2

1 dt1 dt2 dt

“

ż x

a

gptq

ż x

t

px ´ t2q dt2 dt

“
1

2

ż x

a

px ´ tq2gptq dt.

5. En prenant g “ f3,

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2
`

1

2

ż x

a

px ´ tq2f3
ptq dt.

Ainsi,

R2pxq “
1

2

ż x

a

px ´ tq2f3
ptq dt.

Formule de Taylor–Lagrange

6. La continuité de f3 sur le segment compact ra, xs assure l’existence de son minimum m et de
son maximum M . Comme px ´ tq2 ě 0,

m

2

ż x

a

px ´ tq2 dt ď R2pxq ď
M

2

ż x

a

px ´ tq2 dt.
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7. L’intégrale vaut px ´ aq3{3, donc

m
px ´ aq3

3!
ď R2pxq ď M

px ´ aq3

3!
.

8. Puisque x ą a,

m ď
3!R2pxq

px ´ aq3
ď M.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c P ra, xs tel que

R2pxq “
f3pcq

3!
px ´ aq

3.

9. On en déduit

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2
`

f3pcq

3!
px ´ aq

3.

10. En prenant les valeurs absolues,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ fpaq ´ f 1
paqpx ´ aq ´

f2paq

2
px ´ aq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tPra,xs

|f3
ptq|

|x ´ a|3

3!
.

Formule de Taylor–Young

11. Choisissons δ ą 0 tel que ra ´ δ, a ` δs Ă I. Par continuité, il existe K ě 0 tel que |f3| ď K
sur ce segment.

Taylor–Lagrange, également valable à gauche de a comme justifié à la question 13, donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R2pxq

px ´ aq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
K

6
|x ´ a| ÝÝÑ

xÑa
0.

12. Ainsi R2pxq “ oppx ´ aq2q, et

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2
` oppx ´ aq

2
q.

13. Posons h “ x ´ a et F psq “ fpa ` shq. En appliquant la formule déjà démontrée à F entre 0 et
1, on obtient

R2pxq “
h3

2

ż 1

0

p1 ´ sq
2f3

pa ` shq ds.

Le poids p1 ´ sq2 est positif quel que soit le signe de h. Les arguments de moyenne pondérée et
de majoration restent donc valables pour x ă a, avec c P rx, as.

Le changement de variable t “ a ` sh redonne le reste intégral avec l’intégrale orientée de a à x.

(Bonus) Généralisation à l’ordre n

On suppose f P Cn`1pIq et on pose

J “ rminpa, xq,maxpa, xqs.
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14. Pour n “ 0, la formule est le théorème fondamental.

Supposons la formule connue à l’ordre n ´ 1. Une intégration par parties donne

1

pn ´ 1q!

ż x

a

px ´ tqn´1f pnq
ptq dt

“
f pnqpaq

n!
px ´ aq

n
`

1

n!

ż x

a

px ´ tqnf pn`1q
ptq dt.

On utilise ici
u “ f pnq

ptq, v “ ´
px ´ tqn

n!
.

La récurrence donne donc

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k
`

1

n!

ż x

a

px ´ tqnf pn`1q
ptq dt.

15. Par le changement de variable t “ a ` spx ´ aq,

Rnpxq “
px ´ aqn`1

n!

ż 1

0

p1 ´ sq
nf pn`1q

pa ` spx ´ aqq ds.

La continuité et la positivité du poids donnent un c P J tel que l’intégrale vaut

f pn`1q
pcq

ż 1

0

p1 ´ sq
n ds “

f pn`1qpcq

n ` 1
.

Ainsi,

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k
`

f pn`1qpcq

pn ` 1q!
px ´ aq

n`1.

16. En prenant les valeurs absolues,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tPJ

ˇ

ˇf pn`1q
ptq

ˇ

ˇ

|x ´ a|n`1

pn ` 1q!
.

17. Pour l’exponentielle et a “ 0,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex ´

n
ÿ

k“0

xk

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď emaxp0,xq |x|n`1

pn ` 1q!
.

À x fixé, le membre de droite tend vers 0, car le rapport des termes successifs de |x|n`1{pn ` 1q!
vaut |x|{pn ` 2q Ñ 0. Donc

@x P R, ex “

`8
ÿ

k“0

xk

k!
.

Autour de tout a P R,

ex “ ea
`8
ÿ

k“0

px ´ aqk

k!
,

ce qui établit l’analyticité sur R.
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18. La fonction f pn`1q étant localement bornée,

Rnpxq “ Op|x ´ a|
n`1

q “ oppx ´ aq
n
q.

Finalement,

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k
` oppx ´ aq

n
q.

Problème I.3 : Développements limités

Tous les développements suivants sont pris lorsque x Ñ 0.

1. Les formules de Taylor donnent

ex “ 1 ` x `
x2

2
`

x3

6
` opx3

q,

sin x “ x ´
x3

6
` opx3

q,

cos x “ 1 ´
x2

2
` opx3

q,

lnp1 ` xq “ x ´
x2

2
`

x3

3
` opx3

q.

2. Par multiplication,

ex cos x “

ˆ

1 ` x `
x2

2
`

x3

6

˙ ˆ

1 ´
x2

2

˙

` opx3
q

“ 1 ` x ´
x3

3
` opx3

q.

Pour la composition, posons u “ sin x “ x ´ x3{6 ` opx3q. Comme u2 “ x2 ` opx3q et
u3 “ x3 ` opx3q,

lnp1 ` sin xq “ u ´
u2

2
`

u3

3
` opx3

q

“ x ´
x3

6
´

x2

2
`

x3

3
` opx3

q

“ x ´
x2

2
`

x3

6
` opx3

q.

3. Pour x P r0, 0.1s, Taylor–Lagrange donne

|ex ´ P2pxq| ď sup
tPr0,xs

et
x3

3!
ď

e0.1

3!
x3.

4. Puisque P2p0.1q “ 1.105 et e0.1 ă 2,

ˇ

ˇe0.1 ´ 1.105
ˇ

ˇ ă
2

6
ˆ 10´3.
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5. Posons Pnpxq “
řn

k“0 x
k{k!. L’inégalité de Taylor–Lagrange donne

ˇ

ˇe0.1 ´ Pnp0.1q
ˇ

ˇ ď
e0.1

pn ` 1q!
10´pn`1q

ă
0.2

pn ` 1q!
10´n

ă 10´n.

Ainsi, Pnp0.1q approche e0.1 avec une erreur absolue inférieure à 10´n.

Cette précision numérique repose sur la borne de Taylor–Lagrange ; la seule notation opxnq ne
fournit pas de borne explicite en 0.1.

Problème I.4 : Résolution asymptotique d’une équation

On pose
gpxq “ x ` lnp1 ` xq, x Ps ´ 1,`8r.

1. La fonction g est continue et

g1
pxq “ 1 `

1

1 ` x
ą 0.

Elle est strictement croissante, avec

lim
xÑ´1`

gpxq “ ´8, lim
xÑ`8

gpxq “ `8.

L’équation gpxq “ ϵ admet donc une unique solution.

Comme gp0q “ 0 ă ϵ, cette solution xϵ est positive. L’équation et lnp1 ` xϵq ą 0 donnent

0 ă xϵ ă ϵ.

Par encadrement,
xϵ ÝÝÝÑ

ϵÑ0`
0.

2. Le développement du logarithme en xϵ donne

ϵ “ 2xϵ ´
x2
ϵ

2
`

x3
ϵ

3
` opx3

ϵq.

3. Cherchons
xϵ “ aϵ ` bϵ2 ` cϵ3 ` opϵ3q.

Alors
x2
ϵ “ a2ϵ2 ` 2abϵ3 ` opϵ3q, x3

ϵ “ a3ϵ3 ` opϵ3q.

En substituant,

ϵ “ 2aϵ `

ˆ

2b ´
a2

2

˙

ϵ2 `

ˆ

2c ´ ab `
a3

3

˙

ϵ3 ` opϵ3q.

L’identification donne

2a “ 1, 2b ´
a2

2
“ 0, 2c ´ ab `

a3

3
“ 0.

D’où

a “
1

2
, b “

1

16
, c “ ´

1

192
.

8
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4. Pour justifier le développement, posons

ppϵq “
ϵ

2
`

ϵ2

16
´

ϵ3

192
.

Les calculs précédents donnent gpppϵqq “ ϵ`opϵ3q. Comme g1 ě 1, le théorème des accroissements
finis implique, pour ϵ assez petit,

|xϵ ´ ppϵq| ď |gpxϵq ´ gpppϵqq| “ opϵ3q.

Ainsi,

xϵ “
ϵ

2
`

ϵ2

16
´

ϵ3

192
` opϵ3q.

Problème I.5 : Approximation d’une intégrale

La fonction sinx{x se prolonge continûment en 0 par la valeur 1.

1. Le développement

sin x “ x ´
x3

6
`

x5

120
` opx5

q

donne, après division par x,

sin x

x
“ 1 ´

x2

6
`

x4

120
` opx4

q.

2. En intégrant terme à terme,

Ipϵq “ ϵ ´
ϵ3

18
`

ϵ5

600
` opϵ5q.

Pour justifier le reste, si rpxq “ opx4q, alors pour tout η ą 0, |rpxq| ď ηx4 près de 0. Ainsi, pour
ϵ assez petit,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ϵ

0

rpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď η

ż ϵ

0

x4 dx “
η

5
ϵ5.

Le reste intégré est donc opϵ5q.

3. Le polynôme de Taylor du sinus à l’ordre 4 est x ´ x3{6. Comme
ˇ

ˇsinp5qptq
ˇ

ˇ “ |cos t| ď 1,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x ´ x `
x3

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
x5

120
px ě 0q.

Après division par x ą 0 et intégration,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ipϵq ´

ˆ

ϵ ´
ϵ3

18

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż ϵ

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x

x
´ 1 `

x2

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď

ż ϵ

0

x4

120
dx.

Donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ipϵq ´

ˆ

ϵ ´
ϵ3

18

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ϵ5

600
.

9
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Problème I.6 : (Bonus) Une série asymptotique divergente : la série d’Euler

L’intégrale définissant fpϵq converge pour ϵ ą 0, car

0 ď
e´t

1 ` ϵt
ď e´t.

1. La somme géométrique finie vérifie

p1 ` uq

n´1
ÿ

k“0

p´uq
k

“ 1 ´ p´uq
n.

En divisant par 1 ` u,

1

1 ` u
“

n´1
ÿ

k“0

p´uq
k

`
p´uqn

1 ` u
.

2. On prend u “ ϵt, puis on intègre la somme finie contre e´t. En utilisant
ż `8

0

tke´t dt “ k!,

on obtient

fpϵq “

n´1
ÿ

k“0

k!p´ϵqk ` Rnpϵq,

où

Rnpϵq “ p´ϵqn
ż `8

0

tne´t

1 ` ϵt
dt.

3. Comme 1 ` ϵt ě 1,

|Rnpϵq| ď ϵn
ż `8

0

tne´t dt “ n!ϵn.

Ainsi, pour chaque n fixé,

fpϵq “

n´1
ÿ

k“0

k!p´ϵqk ` Opϵnq pϵ Ñ 0`
q.

4. Pour ϵ ‰ 0,
pk ` 1q!|ϵ|k`1

k!|ϵ|k
“ pk ` 1q|ϵ| ÝÝÝÝÑ

kÑ`8
`8.

Les termes ne tendent pas vers 0. La série

`8
ÿ

k“0

k!p´ϵqk

diverge donc pour tout ϵ ‰ 0.

5. On a
Bn`1pϵq

Bnpϵq
“ pn ` 1qϵ.

La suite décroît lorsque pn ` 1qϵ ă 1, croît lorsque pn ` 1qϵ ą 1, et deux termes successifs sont
égaux lorsque pn ` 1qϵ “ 1.

10
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6. Si 1{ϵ n’est pas entier, le minimum est atteint en nϵ “ t1{ϵu. Si 1{ϵ “ m est entier, les indices
m ´ 1 et m donnent le même minimum.

On peut toujours choisir

nϵ “

Z

1

ϵ

^

„
ϵÑ0`

1

ϵ
.

7. Posons N “ 1{ϵ et nϵ “ N ` δ, avec δ borné. Par Stirling,

Bnϵpϵq „
?
2πnϵ

´ nϵ

eN

¯nϵ

“
?
2πnϵ exp

´

nϵ log
nϵ

N
´ nϵ

¯

.

Or
log

nϵ

N
“ log

ˆ

1 `
δ

N

˙

“
δ

N
` OpN´2

q,

donc
nϵ log

nϵ

N
´ nϵ “ ´N ` OpN´1

q.

Ainsi,

Bnϵpϵq „
ϵÑ0`

c

2π

ϵ
e´1{ϵ.

La meilleure borne est donc de l’ordre de ϵ´1{2e´1{ϵ.

8. À ϵ ą 0 fixé, Bnpϵq Ñ `8 lorsque n Ñ `8, et les sommes partielles ne convergent pas.

En revanche, pour ϵ petit, une troncature autour de n “ 1{ϵ donne une erreur majorée par une
quantité extrêmement petite, de taille

ϵ´1{2e´1{ϵ.

La borne d’erreur diminue jusqu’à cet ordre, puis augmente.

Il faut distinguer ϵ Ñ 0` à ordre fixé, qui donne un développement asymptotique valable, et
n Ñ `8 à ϵ ą 0 fixé, qui donne une série divergente.
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Nombres complexes
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Séries de Fourier
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