TD - Fondements Mathématiques

Corrigé

POLYTECH
LYON

Fillere Mathématiques Appliquées & Modélisation
3ieme année

Enseignant: Denis Périce
Batiment Braconnier - bureau 229
perice@math.univ-lyonl.fr

Contents
I - Fonctions réelles & une variable . . . . . . . . . . 2
IT - Nombres complexes . . . . . . . . . . . e 12
IIT - Séries de Fourier . . . . . . . . . . 17

Semestre d’automne 2026.


https://denis-perice.github.io/

Polytech Lyon - Fondements Mathématiques TD I 07.09.26
Fonctions réelles a une variable

Probléme I.1: Dessiner un graphe

On considére

1
f(z) =2+ o

1. Le domaine de définition est

D; = R\{0}.

2. On factorise :
(x+1)(2? -z +1)

() = -
Comme )
2 —r+1= vt +§>O
B 2 4 =7

le signe de f(x) est celui de (z + 1)/z. Ainsi,

f(z) 20 < x€]—o0w,—1]u]0,+0][.

3. On obtient
lim f(z) = —oo0, lim f(x) = +oo, lim f(z)= +o0.

r—0— r—0t r—+00

La droite x = 0 est une asymptote verticale. Il n’y a pas d’asymptote horizontale.

4. On a

f(x>=1+——>1, M:1+x3—>1.
2 x3 z—+tw 1/x z—0
Donc
2 —
@)~ )~
5. La dérivée est . 0 _ 1
q/’ J—
f’(g;):?x——Q: 72

1/3

Posons a = 27%%. Le dénominateur étant positif, f’ est négative pour x < «, hors 0, et positive

pour x > q.

Intervalle | ]—o0,0[ 10, o] [a, +o0]
Signe de f’ — — +

3 3
Variation de f | +00 \, —0 +00 \ ] /" +0

Puisque 1/a = 202, on a

3
f(Oé) = 30&2 = W

L’unique extremum local est donc un minimum local :

3
_ [o-13
M — (2 7%) .

Ce n’est pas un minimum global sur Dy, car f n’est pas minorée.

2
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6. On calcule ) 2 . )
x° +
f”(x) =2+ ; = T

Cette dérivée seconde s’annule et change de signe en —1. L’unique point d’inflexion est donc

A= (—1,0).

Le point 0 est exclu du domaine.
7. Le signe de f” donne
xz |]—o0,—1[ ]-1,0[ ]J0,+oo[
f"(x) + - +
f convexe — concave convexe

8. La branche négative descend de +o0 vers —oo, en passant par A. La branche positive descend
jusqu’a M, puis remonte vers +0o0.

De plus,

1
— 2 = - —
flz)—=x P 0.

La courbe se rapproche donc de la parabole y = 22, par-dessous a gauche et par-dessus & droite.

La tangente en A a pour équation

y=f(-1)(x+1)=-=3(z+1).

Probléme 1.2: Théorémes de Taylor

On suppose f € C*(I), a € I et, dans un premier temps, r > a.

Formule de Taylor avec reste intégral

1. Le théoréme fondamental de ’analyse affirme que, pour g continue, la fonction

est dérivable et vérifie G' = ¢g. En particulier,

f(@) = fla) + f ") dh.

3
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2. En appliquant ce résultat a f’,

F(t) = () + f (L) dt.

Par substitution,

f(x) = f(a) + Fla)(z —a) + j ) f (1) dty dis.

3. De méme,

f"(ta) = f"(a) + J 2 f" (t3) dts.

x rt1 T o 2
J J 1dt2dt1=f (tl—a)dtlz (ZE 2CL) y

a a a

Comme

on obtient

£&) = F(@) + @)z —a) + T\ @~ ap

J f J F"(t5) dts dty dty.

a<t3<t2<t1<x.

4. Le domaine d’intégration est

En posant t = t3 et en inversant 1’ordre,

x rty to
f f J g(tg) dtg dtg dtl
a t to

:Jjﬂwﬁ?m_@m@ﬁ

- %r(x —t)?g(t) dt.

5. En prenant g = f”,

@—aﬁ+%f1x—ﬂ%%®ﬁ.

Ainsi,

Formule de Taylor-Lagrange

6. La continuité de f” sur le segment compact [a, x| assure I'existence de son minimum m et de
son maximum M. Comme (z — t)? > 0,

%f (z —t)*dt < Ry(z) < %f (z —t)*dt.

a
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7. L’intégrale vaut (z — a)®/3, donc

8. Puisque = > a,
< S'RQ(I)

SGoap S

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, ] tel que

Ro(z) = L ';(!C) (z — a)®.
9. On en déduit
1) = (@) + fla)e—a) + T\ -+ L0 a
10. En prenant les valeurs absolues,
)= fla) = Fla)(a o) - E e —a| < s 17710 5

Formule de Taylor—Young

11. Choisissons § > 0 tel que [a — d,a + §] = I. Par continuité, il existe K > 0 tel que |f"| < K
sur ce segment.

Taylor-Lagrange, également valable & gauche de a comme justifié¢ a la question 13, donne

RQ (ZL‘)

( —a)?

K
< —|x—a] — 0.

= 6 r—a

12. Ainsi Ry(z) = o((z — a)?), et

fo) = F(@) + @)z~ a) + T\ @ ) 1 o — ).

13. Posons h = x —a et F(s) = f(a+ sh). En appliquant la formule déja démontrée a F' entre 0 et
1, on obtient

r® (!
Ry(x) = ?L (1—8)*f"(a + sh)ds.

Le poids (1 — s)? est positif quel que soit le signe de h. Les arguments de moyenne pondérée et
de majoration restent donc valables pour x < a, avec c € [z, al.

Le changement de variable ¢ = a + sh redonne le reste intégral avec 'intégrale orientée de a a x.

(Bonus) Généralisation a ’ordre n

On suppose f € C""(I) et on pose

J = [min(a, z), max(a, z)].

5
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14. Pour n = 0, la formule est le théoréme fondamental.

Supposons la formule connue a 'ordre n — 1. Une intégration par parties donne

™) (g =
_ f ( >(£C _a)n + %J ($ _t)ﬂf(nJrl)(t) dt.

n! “

On utilise ici
(z —¢)"

n!

u= f"(), v=—

La récurrence donne donc

n f(k)
-2,
k=0

Dy — a)t + % f “(@ — O D (1) .

15. Par le changement de variable t = a + s(x — a),

R,(x) = MJ (1—5)"f"*D(a + s(x — a)) ds.

n! 0

La continuité et la positivité du poids donnent un c € J tel que l'intégrale vaut

1 (n+1) (o
£ [ -syas - L0 (e),

0 n—+1
Ainsi,
& [ k fo (o) 1
x) = r—a)’ + (x —a)™*
kZ—O (n+1)
16. En prenant les valeurs absolues,
AR K (1) (g |z — a"*!
x) — xr —a)"| < sup
17. Pour 'exponentielle et a = 0,
n k n+1
o Z .T_' < emax(O,:v) ’x| * -
= k! (n+1)!

A 7 fixé, le membre de droite tend vers 0, car le rapport des termes successifs de |z["*1/(n + 1)!
vaut |z|/(n +2) — 0. Donc

“ I
Vo eR, Zk_

Autour de tout a € R,

ce qui établit I'analyticité sur R.
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18. La fonction f*1 étant localement bornée,
Ry(2) = O(lz — a|"*") = o((z — a)").
Finalement,
2 B (a .
1) = 2 0 apof(e - ap).
k=0 ‘
Probléme 1.3 : Développements limités
Tous les développements suivants sont pris lorsque x — 0.
1. Les formules de Taylor donnent
2 3
e’ = 1+x+%+%+0(m3),
3
sinx =x — % + o(2?),
2
cosx =1— % + o(z?),
2 3
In(1+ ) =x—%+%+0(m3).
2. Par multiplication,
2?2 28 x? ‘
T — 1 - - 1 = 3
e’ cosx <+$+2—|—6)< 2>—|—0(JU)
3
= 1+x—x—+0(x3).
3
Pour la composition, posons u = sinz = x — z°/6 + o(2). Comme u? = x? + o(z?) et

u? =2 + o(z?),

2 3
In(1+sinx) =u— % ot o(z%)
3 2 3
zx—%—%+—+0(:c3)
2 3
= x—x——l———ko(x?’)
2
3. Pour z € [0,0.1], Taylor-Lagrange donne
N
e’ — Py(x)| < sup e = < ——a°.
| 2 ()] Jup ¢ gp < g

4. Puisque P(0.1) = 1.105 et €*! < 2,

2
et —1.105] < G 1072,
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5. Posons P,(z) = Y,_,x*/k!. L’inégalité de Taylor-Lagrange donne

60.1

(n+1)!
0.2
= (n+1)!

%1 — P,(0.1)] < 10~ (4D

107" < 107™.

Ainsi, P,(0.1) approche €*! avec une erreur absolue inférieure a 107".

Cette précision numérique repose sur la borne de Taylor-Lagrange ; la seule notation o(z") ne
fournit pas de borne explicite en 0.1.

Probléme 1.4: Résolution asymptotique d'une équation

On pose
g(z) =z +1In(1 + 2), rel—1,+0[.
1. La fonction g est continue et
() =1+ > 0.
g(w) 1+
Elle est strictement croissante, avec
i ole) = gl < o

L’équation g(x) = € admet donc une unique solution.

Comme ¢(0) = 0 < ¢, cette solution z. est positive. L’équation et In(1 + x.) > 0 donnent
O<z. <e.

Par encadrement,

rz. — 0.
e—0t

2. Le développement du logarithme en x. donne

2 3
?  x
e=2x5—j+§e+o(x?).

3. Cherchons
T = ae + be® + ce® + o(€®).

Alors

22 = a’é® + 2abe® + o(€?), 12 = a’e® + o(€).

e =

En substituant,

a? a?
€ = 2ae + <2b— E) e+ (20— ab + g) e+ o(e?).

L’identification donne

2 3
% =1, 2b—%=0, 20—ab+%=0
D’ou
1 1 1
=3 T 7 iy
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4. Pour justifier le développement, posons

2

€ € €

3

PO=54 16 T

07.09.26

Les calculs précédents donnent g(p(€)) = e+o(e?). Comme ¢’ > 1, le théoréme des accroissements

finis implique, pour € assez petit,

Ainsi,

Probléme 1.5: Approximation d’une intégrale

La fonction sinx/x se prolonge continiiment en 0 par la valeur 1.

1. Le développement

x 5
=r— 4 -—+
sing =2 — = + o5 o(z”)
donne, apres division par z,
sin 22 x?
-1 = 4+ 4
z 6tz FoW)
2. En intégrant terme a terme,
e e
I(e)=e——+—+o(c
© s " goo )

Pour justifier le reste, si 7(x) = o(z*), alors pour tout n > 0, |r(z)| < na? preés de 0. Ainsi, pour

€ assez petit,

Le reste intégré est donc o(€”).

< Ydr = Z€°.
njx T 56

U

3. Le polynome de Taylor du sinus a I'ordre 4 est z — 23/6. Comme [sin® (¢)| = |cost| < 1,
3 2
ing— 1+ —| < — >0
sinx —x + 5 190 (x =0)

Aprés division par z > 0 et intégration,

o (i)l= [

6x4

sinx

< —dx.

o 120

Donc

_1+_
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Probléme 1.6 : (Bonus) Une série asymptotique divergente : la série d’Euler

L’intégrale définissant f(e) converge pour € > 0, car

0<

1. La somme géométrique finie vérifie

n—1

(L+u) Y (—u)f =1—(—u)".

=0

=

En divisant par 1 + u,

1 (] po (u)”
—kz_o(—u) T

1+u U

2. On prend u = €t, puis on intégre la somme finie contre e~*. En utilisant

+00
J‘ thetdt = k),

0

on obtient
n—1
fle) = DTk (=€) + Ru(e),
k=0
ou +o0 t
n t"e”
R,.(e) = (—¢) L 1T et dt.

3. Comme 1+ €t > 1,
+oo

Ru()] < € f [t dt — nle".
0

Ainsi, pour chaque n fixé,

fle) = ”Z_: El(—)F +O(e) (e —>07).

4. Pour € # 0,

(k+1)!e[
——EEF——_(k+Ukh;;:+w.

Les termes ne tendent pas vers 0. La série

f El(—e)*
k=0

diverge donc pour tout € # 0.

5. On a

Bii1(€)
Bn(ﬁ)

= (n+1e.

07.09.26

La suite décroit lorsque (n + 1)e < 1, croit lorsque (n + 1)e > 1, et deux termes successifs sont

égaux lorsque (n + 1)e = 1.

10
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6. Si 1/e n’est pas entier, le minimum est atteint en n. = [1/¢|. Si 1/e = m est entier, les indices
m — 1 et m donnent le méme minimum.

HES
ne=|-| ~ -.
€ | e—0t €

7. Posons N = 1/e et n. = N + 4, avec 6 borné. Par Stirling,

Bo () ~ v2rn, ()

On peut toujours choisir

eN
= /27T, exp (ne log % - ne) )
Or 5 5
n
log —= =1 1+— | =— N2
08 7 og( +N> N—i—O( ),
donc n
Ne logNe —n.=-N+O(N").
Alinsi,
2T
Bp.(e) ~ n|=—eV"
(6) ~ \—e

La meilleure borne est donc de ordre de e~ V/2e~ Ve,
8. A e >0 fixé, B,(¢) — 40 lorsque n — +0, et les sommes partielles ne convergent pas.

En revanche, pour € petit, une troncature autour de n = 1/e donne une erreur majorée par une
quantité extrémement petite, de taille

e 12p-1/e

La borne d’erreur diminue jusqu’a cet ordre, puis augmente.

Il faut distinguer e — 0" & ordre fixé, qui donne un développement asymptotique valable, et
n — 400 a € > 0 fixé, qui donne une série divergente.

11
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Nombres complexes

Probléme II.1: Forme polaire et géométrie

1. Pour z; =1 +1,

21| = V2, arg(z;) = % (mod 27),
donc
1+i=+2e™"
De méme, pour zo = —/3 + 1,
|29 = 2, arg(zy) = %T (mod 27),

d’ou

/3 +i = 250,

2. Si z = re¥, alors
ez = rel¥t0)

Le module est inchangé et 'argument augmente de 6 : il s’agit donc d’une rotation d’angle
autour de 'origine.

Comme

\@@7”/12(1 +i) = V2 eTim/12, /5 pin/A

_ 2ei(77r/12+37r/12) _ 265i7r/6
= —V/3 +1,

la rotation d’angle 77 /12, suivie d'une dilatation de facteur v/2, transforme bien 1+ en —+/3 +1.

Probléme I1.2: Racines carrées et équations du second degré

1. Posons z = z + iy. L’équation z? = 3 + 4i donne
xt—y° =3, 2y = 4.
De plus,
2? +y° = |2)* = |3+ 4i| =5.
En additionnant les deux équations portant sur a2 et y2,
227 = 8,

donc x = £2. Comme xy = 2, on obtient respectivement y = 1 et y = —1. Ainsi,

V3 +4i=+(2+19).

12
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2. Le discriminant est
A=(-32—-43+i)=-3— 4.
Or
(1—2i)* = =3 — 44,
donc une racine carrée de A est 1 — 2¢. Les deux racines sont
z] = w =21,
L EYIE N
Par conséquent,
232+ B+i)=(2—(2-1)(z— (1+1)).
Probléme I1.3: Racines n-iémes
1. Ecrivons z = pe’® avec p = 0. Alors
2" = ple?,
L’¢galité 2" = re équivaut a
pl=r, ny = 0 + 2k, keZ.
On obtient donc
2 = rl/nei0+2km)
Les valeurs £ = 0,...,n — 1 donnent n solutions distinctes, et les autres valeurs de k les
reproduisent. Ainsi,
2z = ri/nei0+2km/n k=0,...,n—1.
2. Comme
—8 = 8¢'™,
les solutions de z® = —8 sont
2 = 26/ (T3 k=0,1,2.
On trouve

Zo=1+i\/§, 212—2,

29 =1 —1iV3.

Ces trois points ont module 2 et leurs arguments sont espacés de 27/3 : ils forment un triangle

équilatéral centré en l'origine.

13
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o
Y 1403
_2/ \
\ ! Rz
L Y AVE]

3. Pour 2" =1, on prend r = 1 et § = 0. Les solutions sont

wy, = ek E=0,....,n—1

Elles ont toutes module 1 et deux solutions consécutives ont des arguments qui différent de
27 /n. Elles sont donc les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle unité.

Probléme I1.4: Exponentielle, trigonométrie et logarithme complexes

1. Si z = x + iy, alors

pA T _ o (cos(y + 2m) + isin(y + 2”))

= e”(cosy + isiny) = €.

Ainsi 'exponentielle n’est pas injective.

D’aprés les définitions du sinus et du cosinus complexes,

-y Y
cos(iy) = - =[coshy ]
Y _pY
sin(iy) = % = .
1

Comme coshy — +0 et |sinhy| — 400 lorsque y — +00, les fonctions cos et sin ne sont pas
bornées sur C.

2. Ecrivons w = u + iv. Alors

L’¢galité e® = re? impose
e =r, v =0+ 2km, keZ.

Ainsi

w=Inr+i(0 + 2kn), keZ.

En particulier, puisque 2i = 2¢"/2,

ew=2i<:>w=ln2+i(g+2k7r>, kelZ.

Un logarithme complexe de z # 0 est donc une solution de e = z. Il en existe une infinité, qui
différent de multiples de 2iw. Il n’existe en revanche aucun logarithme complexe de 0, puisque
e" # 0 pour tout w € C.

14
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3. Comme

tous ses logarithmes complexes sont

w =i(m + 2km) = i(2k + 1), keZ.

Probléme I1.5: Application : 'oscillateur harmonique

On considére
2" (t) + w?x(t) = 0, w > 0.

1. Cherchons une solution complexe sous la forme

L’exponentielle ne s’annulant jamais,
N 4+w?=0,
donc

2. Les fonctions e et ¢! sont donc des solutions. L’équation étant linéaire, toute combinaison
linéaire

2(t) = ae™' + be ™!, a,beC,

est encore une solution.
3. Par la formule d’Euler,
2(t) = (a + b) cos(wt) + i(a — b) sin(wt).
Cette fonction est réelle pour tout ¢ si et seulement si
b=ua.
En effet, si a = a + i, alors b = a — i3 et
2(t) = 2a cos(wt) — 20 sin(wt).
Réciproquement, pour A, B € R, on peut choisir

A—iB b_A+z‘B

9 y 9 = Q.

a =

Les deux solutions ™! et e~™? ¢tant linéairement indépendantes, elles engendrent 1'espace des
solutions complexes de cette équation différentielle d’ordre 2. Les solutions réelles sont donc

exactement

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), A, BeR.

15
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4. On a
z(0) = A,
2'(0) = wB
Les conditions initiales imposent donc
A= Zo, B = @
w

Ainsi,

x(t) = xq cos(wt) + % sin(wt).
w

5. (Bonus) En dérivant 1'énergie,

E'(t) = 2/ (t)2"(t) + wx(t)2'(t)

") (2"(t) + w?x(t)) = 0.

Par conséquent,

E(t) = E(0) pour tout t.

16
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Séries de Fourier

Probléme III.1: Calcul de série
1. On pose

gy) = f (a + %y) , yelo,2n].

Le changement de variables © = a + T'y/(27) donne

a+T

2
f|9(y)|2 dy = 2% J |f(x)]® de < 0.
0 a

On peut donc appliquer a g la décomposition vue en cours :

N
g(y) = lim d,e™, dans L*(0,2n),

N—o0
n=—

27

1

"~ or
0

dy g(y)e ™ dy.

Le méme changement de variables dans les coefficients donne

a+T
1 :
dn — —Qan(x—a)/Td '
| s .
En revenant a la variable x, on obtient
N .
flz) = ]\llim dpe?™@=a/T  dans L2(a,a + T).
—00
n=—N

La convergence dans L? est conservée par ce changement de variables, qui multiplie le carré de
la norme par T'/(27).

De maniére équivalente, en posant ¢, = d,e” 2% on retrouve la forme usuelle :
a+T
1 iy
Cp = — f(x)e 2™/l g neZ,
T
a
N
f(z) = lim cne®™/T  dans L2(a,a + T).
N—o0 N
M

2. Par imparité, cg = 0. Pour n # 0, une intégration par parties donne

1 . . e . T . _1n
R L e O

Cn
2mn J_, n

)

car l'intégrale du dernier terme est nulle et €™ = ¢~ = (—1)". Ainsi,

co=0 c,=
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3. L’identité de Parseval donne

2 L e ? 2*2”1
— = — zodr = cpl” = —
3 2m J_. — n?
nezZ n=1
On en déduit
+0o0 1 B 7T2
— n? 6
4. Notons
1 27
Cn = 5o ) f(z)e ™ dx

les coefficients complexes de f. Pour n > 1, les formules d’Euler donnent
cn€™ + c_pe”™ = (¢, + c_p) cos(nz) + i(c, — c_p,) sin(nz).
On pose donc
ap =i(cp —c_p)y, bp=cp+c, (n=1), by=2c.

En regroupant les termes d’indices n et —n dans les sommes partielles, on obtient

b N
f(z) = Nl_i)riloo [50 + ,;1 (ansin(nz) + b, cos(nx)) |, dans L*([0,27]).
Les expressions intégrales sont
1 2m
ap = — (x)sin(nz)dz, n=>=1,
T Jo
1 27
by, = — (x) cos(nz)dz, n =0.
T Jo

Ces formules restent valables lorsque f est & valeurs complexes.
5. Par périodicité, on peut calculer les coefficients sur [—m, 7]. Comme g est paire,

1 (" 272
a,=0 (n=1), bo:;f x2dx:7.

—T
Pour n > 1, deux intégrations par parties donnent

2 f” 4 (" A

by = 2| o2 de = —— in(nz) dz =
=) x” cos(nx) dz ) zsin(nz) dx p

La série obtenue converge normalement, puisque Y, ., 4/n? < 4+, donc uniformément. Sa
somme coincide avec g dans L? ; les deux fonctions étant continues, elles sont égales en tout
point. Ainsi,

2 +© n
T (—1)" cos(nx)
x2=—+42 e , x€|[-m .
n=1

18
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6. Pour 6 € [0,27], on applique la formule précédente en z = 0 — 7 € [—7, 7]. Comme
cos (n(0 —m)) = (—1)" cos(nd),

il vient

2 +00 6)
g2 T Ly cos(n

Par conséquent,

+00 2 2
s(nd 9 w0 x
e 0 2
g >t [0, 27]
En particulier, pour 6 = 7/3,
+00 cos M 2 n2 2 2
5, wos(§) _©_m,m_|m
— 36 6 6 36
Probléme II1.2: Cordes vibrantes
On pose
k, = %, w, =ck,, n=>=1.

1. Pour chaque ¢ > 0, on considére u(-,t) dans L2(0, L) et son prolongement impair (-, ), puis
2 L-périodique. Par imparité, le coefficient constant et tous les coefficients en cosinus de % sont
nuls. Ses coefficients en sinus sont

L L
1 2
an(t) = T Jﬁ(z,t) sin(k,x) do = 7 Ju(w,t) sin(k,x) dz.
“L 0

La convergence dans L?(—L, L) de la série de Fourier, puis la restriction a ]0, L[, donnent (les
coefficient en cosinus s’annulent par imparité)

o0
Zan sin(k,z), dans L*(0,L).
n=1

2. On calcule

0
Z al (t) sin(k,x),

=1

e¢]
Zan t)k?2 sin(k,).

n=1

3

En identifiant les coefficients de Fourier,
al(t) +w2a,(t) = 0.

Il existe donc des constantes A, B, telles que

an(t) = A, cos(wpt) + By sin(w,t), A, =a,(0), B,=—"
On obtient

u(z,t) = Z (A, cos(wy,t) + By sin(w,t)) sin(k,z).
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3. La courbe de T}, est formée des segments joignant (0,0) & (a, 1), puis (a,1) a (L,0). La courbe
de P est une parabole concave, nulle en 0 et L, de sommet (L/2,1) :

0 a L

Notons 7,, les coefficients en sinus de T,,. Alors

a L
211 . 1 .
Ty = Z a stm(knx) dx + I — 4 J(L - x) Sln(knx) dr
0 a

Une intégration par parties dans chaque intégrale donne

a

Ky, in(ky,
stin(k’nx) do — _acoz(n a) N smg{:721 a)7
0
L . ) o
(L _ x) Sin(knx) dr — ( - a) COS( na) n Sln( na).
kn k2
Les termes en cosinus se compensent, d’ot
2 1 1 2L2 Sin(mra/L)
S (ka) = |
T Lk2 <a o a) sin(k,a) (L —a) 3

Notons p, les coefficients en sinus de P. Deux intégrations par parties, utilisant sin(k,L) = 0,
donnent

(L — z)sin(k,x) d

:?E'zl o

kn

S

f 20 (1Y)

Par conséquent,

L
8 161 —(=1)"
DPn = ﬁfa: — z)sin(k,x) dx = F%
0
On en déduit
T,(z) = 2 o ”m/ sin(kn),

3

P(z) = 10 Z L= (_1)n sin(k,x).

3 o
n=1

Les coefficients sont respectivement en O(n2) et O(n™3), donc les deux séries convergent
absolument et uniformément sur [0, L]. Leurs sommes sont continues et égales & T, et P dans
L2(0,L). Les égalités sont donc valables en tout point de [0, L].
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4. Pour des données initiales u(-,0) = F et du(-,0) = G, les coefficients vérifient

hlw

L L
2

JF sin(kp,z)dx, B, = T, JG sin(k,x) dx.

0 0

Pour la corde pincée, on a A% = 7, et BE = 0, tandis que, pour la corde frappée,

pn 16L1—(—1)"

AP — BP —
0 "aw, cmt n4
Ainsi,
2L s L
ug(z,1) all = Z nnﬂa/ ) cos(wyt) sin(k,x),
160 1 —(—=1)"
o(x,t) = p— i sin(wy,t) sin(k,x).

n=1

5. Pour la corde pincée, le mode n n’est pas excité si et seulement si

sin(m>20 — EGZ

L L

16,/09/2026

Si a/L = p/q est une fraction irréductible, avec 1 < p < ¢, les modes absents sont exactement

les multiples de ¢. Si a/L est irrationnel, tous les modes sont excités.

Pour la corde frappée, le coefficient du mode n est nul si et seulement si 1 — (—1)" = 0. Les

modes pairs sont donc absents, et tous les modes impairs sont excités.

6. Lorsque a = L/2, on obtient
8 sin(nm/2)

A%L - 7'('2 n2 ) B;gz = 07
AP — Br_ 16L1—(—1)”.
" ’ " emt n4

Les deux excitations ne contiennent que des modes impairs. Pour n impair,

Les amplitudes relatives sont donc

M? {nQ, n impair, MP {n“, n impair,

0, n pair, MY 0, n pair.

Les fréquences présentes sont identiques, mais les harmoniques élevées du déplacement sont plus
atténuées pour 'excitation parabolique en vitesse. Dans ce modéle, le déplacement de la corde
pincée est donc plus riche en harmoniques élevées. Cette comparaison porte sur le déplacement
de la corde ; le son rayonné par un instrument réel dépend aussi de sa caisse de résonance et de

son couplage avec l'air.

7. Le prolongement impair et 2L-périodique de T, admet la série uniformément convergente

e @]
= Z T sin(k,y), yeER.
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Puisque w,, = ck,,, 'identité trigonométrique donne
1
cos(wpt) sin(k,x) = 5 [sin (kn(z — ct)) + sin (k,(z + ct))] .

En sommant,

~

To(z + ct).

1~
ug(x,t) = §Ta(:c —ct) +

1
2

Un point de profil d’abscisse initiale y se trouve en x = y + ¢t dans le premier terme et en
xr =y — ct dans le second. Le premier terme se propage donc vers la droite, le second vers la
gauche, tous deux a la célérité c.

L’imparité donne Ta(—ct) + Ta(ct) = (. L’imparité et la périodicité donnent également
To(L +ct) = Ty(—L + ct) = =T, (L — ct).

La superposition respecte donc les deux extrémités fixes. La formule reste valable pour tout
a €0, L.

Probléme II1.3: (Bonus) Convergence ponctuelle et discontinuités

1. Pour \e R\{0} et 0<a<b<m
; IAb i :
Je"’\t dt = i, fe”‘t dt| < 3
i ||

a a

Pour une fonction en escalier h = Z;n:l 2i1, e[ on a donc

j—1,t;

f ’L)\tdt <TZ_: ZJ|—>0
s =

Soient maintenant g € L'(0,7) et € > 0. Par densité, on choisit une fonction en escalier h telle

que ||g — hfp: < e. Alors
Jg(t)ei)‘t dt| < e+ fh(t)ei’\t dt| .
0 0

La limite supérieure est au plus €. Puisque € est arbitraire, on obtient le lemme de Riemann—
Lebesgue.

2. En regroupant les indices n et —n,

N
= Z os nt

donc Dy est réelle et paire. Pour t ¢ 27Z, la formule de la somme géométrique donne

D) — oo L€ s (4 )
N 1—ett sin(t/2)
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Par ailleurs,
Dy(0) = 2N + 1.

L’intégrale de chaque exponentielle de fréquence non nulle sur [—m, 7] étant nulle, on obtient

3. Par le changement de variables s = x — ¢,

™ . Tr+T
1 , ! , ,
Py f flx —t)e™ dt = 627T s)e " ds = cp,e™”

La derniére égalité utilise la 27-périodicité de s — f(s)e™™*. En sommant de —N a N, il vient

Sy f(z) = % ff(x—t)DN(t) dt.

—T

4. On note f'(z7) et f'(z*) les limites latérales de la dérivée. Les hypothéses sur f permettent
d’écrire, lorsque t — 07,

flo+1) = f(z") +tf'(z7) + olt),
fle=t) = fl@7) = tf'(z7) + o(t).
Comme sin(t/2) = t/2 + o(t), on en déduit

lim g,(t) =2 (f'(«*) - f'(z7)).

t—0+

Ainsi, g, est bornée au voisinage de 0. Sur tout intervalle [§, 7], avec § > 0, son numérateur est
borné et sin(t/2) > sin(6/2) > 0. La fonction g, est donc intégrable sur |0, 7|.

5. La parité de Dy donne

Sy f(x) =%J (x+t)+ f(x —t)) Dn(1)dt.

De plus, { Dy(t)dt = 7. En soustrayant la moyenne des limites latérales, on obtient

(o)~ L) L[ ()4 5o =) = £a7) = £a) Dty
0
= %fgx(t) sin <(N + %)t) dt
0
En écrivant
IAt efi)\t
sin(A\t) ¥ )
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le lemme de Riemann-Lebesgue appliqué a g, montre que le dernier membre tend vers 0. Ainsi,

N (e ki)

N—+00 2

Si f est continue en x, cette limite vaut f(z). En un point de discontinuité, elle ne dépend pas
de la valeur attribuée a f(z) : changer une fonction en un point ne modifie ni ses coefficients de
Fourier ni ses limites latérales.

Probléme II1.4: (Bonus) Séries de Fourier & plusieurs dimensions

*

1. La condition e; - e;

d;; s’écrit
E'E, =1,

Puisque E est inversible, elle détermine une unique matrice

E* _ (ET)fl _ (Efl)T'

Cette matrice est inversible : ses colonnes forment donc bien une base de R%.

2. Il suffit de tester la condition définissant A* sur les vecteurs e;. En effet, toutes les combinaisons
entiéres de nombres appartenant & 2wZ appartiennent encore a 27Z. Ainsi,

ke A* — ETkeorz®

Il existe donc n € Z% tel que

kE=2m(E")'n=2r i nje;.
j=1
D’ou
A = {kn |ne Zd}, k, = 2nE.n.
Enfin,
i (@4X) _ ik ik A

k-

L’exponentielle est A-périodique si et seulement si e’** = 1 pour tout A € A, c’est-a-dire si et

seulement si k € A*.

3. Le changement de variables * = Et envoie [0, 1[¢ sur @, avec un jacobien constant égal a |det E|.
Par conséquent,

Q| = |det £

La dualité donne
k, - (Et) = 2mn - t.

Pour n,m € Z%, on en déduit

Q| 2 S
d J

- nfe%ﬂ(mj_nj)tj dt; = H5njmj = Opm-
=19 =1

La famille (p,,),cze est donc orthonormale.
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4. Par le changement de variables précédent, il suffit de démontrer la complétude de (£ — ™) 4
dans L%([0, 1]%). On procéde par récurrence sur d. Le cas d = 1 est la complétude des séries de

Fourier & une dimension.

Supposons le résultat établi en dimension d — 1. Soit H € L2([0, 1]%) telle que

J H(t)e ™ dt =0, neZz
[0,1]¢

Ecrivons t = (¢, 5) avec t' € [0,1]4"! et s € [0,1]. Pour m € Z4~1, posons

hon(s) = f H(t',s)e 2™t qt’.
[0’1]d—1

Par Fubini et Cauchy—Schwarz, h,, est définie presque partout et appartient a L2(0,1). Pour
tout £ € Z,

1

Jhm(s)e_%ﬁs ds = 0.
0
La complétude en dimension 1 implique donc h,, = 0 presque partout.

Comme Z%~! est dénombrable, on peut choisir un méme ensemble de mesure pleine sur lequel
tous les h,, sont nuls et H(-,s) € L?([0,1]97!). Pour chaque s dans cet ensemble, tous les
coefficients de Fourier de H (-, s) sont nuls. L’hypothése de récurrence donne H(-, s) = 0 presque
partout. Par Fubini, H = 0 presque partout sur [0, 1]d.

L’orthogonal de la famille est donc réduit a {0}, ce qui prouve sa complétude. La famille (¢,)
est ainsi une base hilbertienne de L*(Q).

5. Les coefficients dans cette base hilbertienne sont

o = {pms ) = \/ﬁ f Fa)e e dy,
Q

Puisque a,@,(z) = c e on a

La décomposition hilbertienne donne

f(x) = lim Z cne™ @ dans L2(Q).

N—+00

n
‘n1|7"'7|nd|<N

L’identité de Parseval s’écrit

nezZd

o1 | e e = 3 el
Q

Plus précisément, ’erreur de troncature vérifie
)
2

f _ Z Cneik:n-x _ |Q‘ Z ‘Cn’2 0.
nez? nez?
max;|n;|<N L2(Q) max;|n;|>N
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