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Fonctions réelles à une variable

Problème I.1 : Dessiner un graphe

On considère
fpxq “ x2

`
1

x
.

1. Le domaine de définition est
Df “ Rzt0u.

2. On factorise :
fpxq “

px ` 1qpx2 ´ x ` 1q

x
.

Comme

x2
´ x ` 1 “

ˆ

x ´
1

2

˙2

`
3

4
ą 0,

le signe de fpxq est celui de px ` 1q{x. Ainsi,

fpxq ě 0 ðñ x Ps ´ 8,´1sYs0,`8r.

3. On obtient
lim
xÑ0´

fpxq “ ´8, lim
xÑ0`

fpxq “ `8, lim
xÑ˘8

fpxq “ `8.

La droite x “ 0 est une asymptote verticale. Il n’y a pas d’asymptote horizontale.

4. On a
fpxq

x2
“ 1 `

1

x3
ÝÝÝÝÑ
xÑ˘8

1,
fpxq

1{x
“ 1 ` x3

ÝÝÑ
xÑ0

1.

Donc

fpxq „
xÑ˘8

x2, fpxq „
xÑ0

1

x
.

5. La dérivée est
f 1

pxq “ 2x ´
1

x2
“

2x3 ´ 1

x2
.

Posons α “ 2´1{3. Le dénominateur étant positif, f 1 est négative pour x ă α, hors 0, et positive
pour x ą α.

Intervalle s ´ 8, 0r s0, αs rα,`8r

Signe de f 1 ´ ´ `

Variation de f `8 Œ ´8 `8 Œ
3

22{3

3

22{3
Õ `8

Puisque 1{α “ 2α2, on a

fpαq “ 3α2
“

3

22{3
.

L’unique extremum local est donc un minimum local :

M “

ˆ

2´1{3,
3

22{3

˙

.

Ce n’est pas un minimum global sur Df , car f n’est pas minorée.
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6. On calcule
f2

pxq “ 2 `
2

x3
“

2px3 ` 1q

x3
.

Cette dérivée seconde s’annule et change de signe en ´1. L’unique point d’inflexion est donc

A “ p´1, 0q.

Le point 0 est exclu du domaine.

7. Le signe de f2 donne
x s ´ 8,´1r s ´ 1, 0r s0,`8r

f2pxq ` ´ `

f convexe concave convexe

8. La branche négative descend de `8 vers ´8, en passant par A. La branche positive descend
jusqu’à M , puis remonte vers `8.

De plus,

fpxq ´ x2
“

1

x
ÝÝÝÝÑ
xÑ˘8

0.

La courbe se rapproche donc de la parabole y “ x2, par-dessous à gauche et par-dessus à droite.

La tangente en A a pour équation

y “ f 1
p´1qpx ` 1q “ ´3px ` 1q.

x

y

´3 ´2 ´1 1 2 3

´4

´2

2

4

6

8

A
M

y “ x2 ` 1{x
y “ x2

Problème I.2 : Théorèmes de Taylor

On suppose f P C4pIq, a P I et, dans un premier temps, x ą a.

Formule de Taylor avec reste intégral

1. Le théorème fondamental de l’analyse affirme que, pour g continue, la fonction

Gpyq “

ż y

a

gptq dt

est dérivable et vérifie G1 “ g. En particulier,

fpxq “ fpaq `

ż x

a

f 1
pt1q dt1.
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2. En appliquant ce résultat à f 1,

f 1
pt1q “ f 1

paq `

ż t1

a

f2
pt2q dt2.

Par substitution,

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

ż x

a

ż t1

a

f2
pt2q dt2 dt1.

3. De même,

f2
pt2q “ f2

paq `

ż t2

a

f3
pt3q dt3.

Comme
ż x

a

ż t1

a

1 dt2 dt1 “

ż x

a

pt1 ´ aq dt1 “
px ´ aq2

2
,

on obtient

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2

`

ż x

a

ż t1

a

ż t2

a

f3
pt3q dt3 dt2 dt1.

4. Le domaine d’intégration est
a ď t3 ď t2 ď t1 ď x.

En posant t “ t3 et en inversant l’ordre,
ż x

a

ż t1

a

ż t2

a

gpt3q dt3 dt2 dt1

“

ż x

a

gptq

ż x

t

ż x

t2

1 dt1 dt2 dt

“

ż x

a

gptq

ż x

t

px ´ t2q dt2 dt

“
1

2

ż x

a

px ´ tq2gptq dt.

5. En prenant g “ f3,

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2
`

1

2

ż x

a

px ´ tq2f3
ptq dt.

Ainsi,

R2pxq “
1

2

ż x

a

px ´ tq2f3
ptq dt.

Formule de Taylor–Lagrange

6. La continuité de f3 sur le segment compact ra, xs assure l’existence de son minimum m et de
son maximum M . Comme px ´ tq2 ě 0,

m

2

ż x

a

px ´ tq2 dt ď R2pxq ď
M

2

ż x

a

px ´ tq2 dt.
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7. L’intégrale vaut px ´ aq3{3, donc

m
px ´ aq3

3!
ď R2pxq ď M

px ´ aq3

3!
.

8. Puisque x ą a,

m ď
3!R2pxq

px ´ aq3
ď M.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c P ra, xs tel que

R2pxq “
f3pcq

3!
px ´ aq

3.

9. On en déduit

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2
`

f3pcq

3!
px ´ aq

3.

10. En prenant les valeurs absolues,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ fpaq ´ f 1
paqpx ´ aq ´

f2paq

2
px ´ aq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tPra,xs

|f3
ptq|

|x ´ a|3

3!
.

Formule de Taylor–Young

11. Choisissons δ ą 0 tel que ra ´ δ, a ` δs Ă I. Par continuité, il existe K ě 0 tel que |f3| ď K
sur ce segment.

Taylor–Lagrange, également valable à gauche de a comme justifié à la question 13, donne
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

R2pxq

px ´ aq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
K

6
|x ´ a| ÝÝÑ

xÑa
0.

12. Ainsi R2pxq “ oppx ´ aq2q, et

fpxq “ fpaq ` f 1
paqpx ´ aq `

f2paq

2
px ´ aq

2
` oppx ´ aq

2
q.

13. Posons h “ x ´ a et F psq “ fpa ` shq. En appliquant la formule déjà démontrée à F entre 0 et
1, on obtient

R2pxq “
h3

2

ż 1

0

p1 ´ sq
2f3

pa ` shq ds.

Le poids p1 ´ sq2 est positif quel que soit le signe de h. Les arguments de moyenne pondérée et
de majoration restent donc valables pour x ă a, avec c P rx, as.

Le changement de variable t “ a ` sh redonne le reste intégral avec l’intégrale orientée de a à x.

(Bonus) Généralisation à l’ordre n

On suppose f P Cn`1pIq et on pose

J “ rminpa, xq,maxpa, xqs.
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14. Pour n “ 0, la formule est le théorème fondamental.

Supposons la formule connue à l’ordre n ´ 1. Une intégration par parties donne

1

pn ´ 1q!

ż x

a

px ´ tqn´1f pnq
ptq dt

“
f pnqpaq

n!
px ´ aq

n
`

1

n!

ż x

a

px ´ tqnf pn`1q
ptq dt.

On utilise ici
u “ f pnq

ptq, v “ ´
px ´ tqn

n!
.

La récurrence donne donc

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k
`

1

n!

ż x

a

px ´ tqnf pn`1q
ptq dt.

15. Par le changement de variable t “ a ` spx ´ aq,

Rnpxq “
px ´ aqn`1

n!

ż 1

0

p1 ´ sq
nf pn`1q

pa ` spx ´ aqq ds.

La continuité et la positivité du poids donnent un c P J tel que l’intégrale vaut

f pn`1q
pcq

ż 1

0

p1 ´ sq
n ds “

f pn`1qpcq

n ` 1
.

Ainsi,

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k
`

f pn`1qpcq

pn ` 1q!
px ´ aq

n`1.

16. En prenant les valeurs absolues,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
tPJ

ˇ

ˇf pn`1q
ptq

ˇ

ˇ

|x ´ a|n`1

pn ` 1q!
.

17. Pour l’exponentielle et a “ 0,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ex ´

n
ÿ

k“0

xk

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď emaxp0,xq |x|n`1

pn ` 1q!
.

À x fixé, le membre de droite tend vers 0, car le rapport des termes successifs de |x|n`1{pn ` 1q!
vaut |x|{pn ` 2q Ñ 0. Donc

@x P R, ex “

`8
ÿ

k“0

xk

k!
.

Autour de tout a P R,

ex “ ea
`8
ÿ

k“0

px ´ aqk

k!
,

ce qui établit l’analyticité sur R.
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18. La fonction f pn`1q étant localement bornée,

Rnpxq “ Op|x ´ a|
n`1

q “ oppx ´ aq
n
q.

Finalement,

fpxq “

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px ´ aq

k
` oppx ´ aq

n
q.

Problème I.3 : Développements limités

Tous les développements suivants sont pris lorsque x Ñ 0.

1. Les formules de Taylor donnent

ex “ 1 ` x `
x2

2
`

x3

6
` opx3

q,

sin x “ x ´
x3

6
` opx3

q,

cos x “ 1 ´
x2

2
` opx3

q,

lnp1 ` xq “ x ´
x2

2
`

x3

3
` opx3

q.

2. Par multiplication,

ex cos x “

ˆ

1 ` x `
x2

2
`

x3

6

˙ˆ

1 ´
x2

2

˙

` opx3
q

“ 1 ` x ´
x3

3
` opx3

q.

Pour la composition, posons u “ sin x “ x ´ x3{6 ` opx3q. Comme u2 “ x2 ` opx3q et
u3 “ x3 ` opx3q,

lnp1 ` sin xq “ u ´
u2

2
`

u3

3
` opx3

q

“ x ´
x3

6
´

x2

2
`

x3

3
` opx3

q

“ x ´
x2

2
`

x3

6
` opx3

q.

3. Pour x P r0, 0.1s, Taylor–Lagrange donne

|ex ´ P2pxq| ď sup
tPr0,xs

et
x3

3!
ď

e0.1

3!
x3.

4. Puisque P2p0.1q “ 1.105 et e0.1 ă 2,

ˇ

ˇe0.1 ´ 1.105
ˇ

ˇ ă
2

6
ˆ 10´3.
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5. Posons Pnpxq “
řn

k“0 x
k{k!. L’inégalité de Taylor–Lagrange donne

ˇ

ˇe0.1 ´ Pnp0.1q
ˇ

ˇ ď
e0.1

pn ` 1q!
10´pn`1q

ă
0.2

pn ` 1q!
10´n

ă 10´n.

Ainsi, Pnp0.1q approche e0.1 avec une erreur absolue inférieure à 10´n.

Cette précision numérique repose sur la borne de Taylor–Lagrange ; la seule notation opxnq ne
fournit pas de borne explicite en 0.1.

Problème I.4 : Résolution asymptotique d’une équation

On pose
gpxq “ x ` lnp1 ` xq, x Ps ´ 1,`8r.

1. La fonction g est continue et

g1
pxq “ 1 `

1

1 ` x
ą 0.

Elle est strictement croissante, avec

lim
xÑ´1`

gpxq “ ´8, lim
xÑ`8

gpxq “ `8.

L’équation gpxq “ ϵ admet donc une unique solution.

Comme gp0q “ 0 ă ϵ, cette solution xϵ est positive. L’équation et lnp1 ` xϵq ą 0 donnent

0 ă xϵ ă ϵ.

Par encadrement,
xϵ ÝÝÝÑ

ϵÑ0`
0.

2. Le développement du logarithme en xϵ donne

ϵ “ 2xϵ ´
x2
ϵ

2
`

x3
ϵ

3
` opx3

ϵq.

3. Cherchons
xϵ “ aϵ ` bϵ2 ` cϵ3 ` opϵ3q.

Alors
x2
ϵ “ a2ϵ2 ` 2abϵ3 ` opϵ3q, x3

ϵ “ a3ϵ3 ` opϵ3q.

En substituant,

ϵ “ 2aϵ `

ˆ

2b ´
a2

2

˙

ϵ2 `

ˆ

2c ´ ab `
a3

3

˙

ϵ3 ` opϵ3q.

L’identification donne

2a “ 1, 2b ´
a2

2
“ 0, 2c ´ ab `

a3

3
“ 0.

D’où

a “
1

2
, b “

1

16
, c “ ´

1

192
.

8
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4. Pour justifier le développement, posons

ppϵq “
ϵ

2
`

ϵ2

16
´

ϵ3

192
.

Les calculs précédents donnent gpppϵqq “ ϵ`opϵ3q. Comme g1 ě 1, le théorème des accroissements
finis implique, pour ϵ assez petit,

|xϵ ´ ppϵq| ď |gpxϵq ´ gpppϵqq| “ opϵ3q.

Ainsi,

xϵ “
ϵ

2
`

ϵ2

16
´

ϵ3

192
` opϵ3q.

Problème I.5 : Approximation d’une intégrale

La fonction sinx{x se prolonge continûment en 0 par la valeur 1.

1. Le développement

sin x “ x ´
x3

6
`

x5

120
` opx5

q

donne, après division par x,

sin x

x
“ 1 ´

x2

6
`

x4

120
` opx4

q.

2. En intégrant terme à terme,

Ipϵq “ ϵ ´
ϵ3

18
`

ϵ5

600
` opϵ5q.

Pour justifier le reste, si rpxq “ opx4q, alors pour tout η ą 0, |rpxq| ď ηx4 près de 0. Ainsi, pour
ϵ assez petit,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż ϵ

0

rpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď η

ż ϵ

0

x4 dx “
η

5
ϵ5.

Le reste intégré est donc opϵ5q.

3. Le polynôme de Taylor du sinus à l’ordre 4 est x ´ x3{6. Comme
ˇ

ˇsinp5qptq
ˇ

ˇ “ |cos t| ď 1,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x ´ x `
x3

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
x5

120
px ě 0q.

Après division par x ą 0 et intégration,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ipϵq ´

ˆ

ϵ ´
ϵ3

18

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż ϵ

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sin x

x
´ 1 `

x2

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď

ż ϵ

0

x4

120
dx.

Donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ipϵq ´

ˆ

ϵ ´
ϵ3

18

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ϵ5

600
.

9
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Problème I.6 : (Bonus) Une série asymptotique divergente : la série d’Euler

L’intégrale définissant fpϵq converge pour ϵ ą 0, car

0 ď
e´t

1 ` ϵt
ď e´t.

1. La somme géométrique finie vérifie

p1 ` uq

n´1
ÿ

k“0

p´uq
k

“ 1 ´ p´uq
n.

En divisant par 1 ` u,

1

1 ` u
“

n´1
ÿ

k“0

p´uq
k

`
p´uqn

1 ` u
.

2. On prend u “ ϵt, puis on intègre la somme finie contre e´t. En utilisant
ż `8

0

tke´t dt “ k!,

on obtient

fpϵq “

n´1
ÿ

k“0

k!p´ϵqk ` Rnpϵq,

où

Rnpϵq “ p´ϵqn
ż `8

0

tne´t

1 ` ϵt
dt.

3. Comme 1 ` ϵt ě 1,

|Rnpϵq| ď ϵn
ż `8

0

tne´t dt “ n!ϵn.

Ainsi, pour chaque n fixé,

fpϵq “

n´1
ÿ

k“0

k!p´ϵqk ` Opϵnq pϵ Ñ 0`
q.

4. Pour ϵ ‰ 0,
pk ` 1q!|ϵ|k`1

k!|ϵ|k
“ pk ` 1q|ϵ| ÝÝÝÝÑ

kÑ`8
`8.

Les termes ne tendent pas vers 0. La série

`8
ÿ

k“0

k!p´ϵqk

diverge donc pour tout ϵ ‰ 0.

5. On a
Bn`1pϵq

Bnpϵq
“ pn ` 1qϵ.

La suite décroît lorsque pn ` 1qϵ ă 1, croît lorsque pn ` 1qϵ ą 1, et deux termes successifs sont
égaux lorsque pn ` 1qϵ “ 1.

10
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6. Si 1{ϵ n’est pas entier, le minimum est atteint en nϵ “ t1{ϵu. Si 1{ϵ “ m est entier, les indices
m ´ 1 et m donnent le même minimum.

On peut toujours choisir

nϵ “

Z

1

ϵ

^

„
ϵÑ0`

1

ϵ
.

7. Posons N “ 1{ϵ et nϵ “ N ` δ, avec δ borné. Par Stirling,

Bnϵpϵq „
?
2πnϵ

´ nϵ

eN

¯nϵ

“
?
2πnϵ exp

´

nϵ log
nϵ

N
´ nϵ

¯

.

Or
log

nϵ

N
“ log

ˆ

1 `
δ

N

˙

“
δ

N
` OpN´2

q,

donc
nϵ log

nϵ

N
´ nϵ “ ´N ` OpN´1

q.

Ainsi,

Bnϵpϵq „
ϵÑ0`

c

2π

ϵ
e´1{ϵ.

La meilleure borne est donc de l’ordre de ϵ´1{2e´1{ϵ.

8. À ϵ ą 0 fixé, Bnpϵq Ñ `8 lorsque n Ñ `8, et les sommes partielles ne convergent pas.

En revanche, pour ϵ petit, une troncature autour de n “ 1{ϵ donne une erreur majorée par une
quantité extrêmement petite, de taille

ϵ´1{2e´1{ϵ.

La borne d’erreur diminue jusqu’à cet ordre, puis augmente.

Il faut distinguer ϵ Ñ 0` à ordre fixé, qui donne un développement asymptotique valable, et
n Ñ `8 à ϵ ą 0 fixé, qui donne une série divergente.

11
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Nombres complexes

Problème II.1 : Forme polaire et géométrie

1. Pour z1 “ 1 ` i,

|z1| “
?
2, argpz1q “

π

4
pmod 2πq,

donc

1 ` i “
?
2 eiπ{4.

De même, pour z2 “ ´
?
3 ` i,

|z2| “ 2, argpz2q “
5π

6
pmod 2πq,

d’où

´
?
3 ` i “ 2e5iπ{6.

2. Si z “ reiφ, alors

eiθz “ reipφ`θq.

Le module est inchangé et l’argument augmente de θ : il s’agit donc d’une rotation d’angle θ
autour de l’origine.

Comme
?
2 e7iπ{12

p1 ` iq “
?
2 e7iπ{12

?
2 eiπ{4

“ 2eip7π{12`3π{12q
“ 2e5iπ{6

“ ´
?
3 ` i,

la rotation d’angle 7π{12, suivie d’une dilatation de facteur
?
2, transforme bien 1` i en ´

?
3` i.

Problème II.2 : Racines carrées et équations du second degré

1. Posons z “ x ` iy. L’équation z2 “ 3 ` 4i donne

x2
´ y2 “ 3, 2xy “ 4.

De plus,

x2
` y2 “ |z|

2
“ |3 ` 4i| “ 5.

En additionnant les deux équations portant sur x2 et y2,

2x2
“ 8,

donc x “ ˘2. Comme xy “ 2, on obtient respectivement y “ 1 et y “ ´1. Ainsi,

?
3 ` 4i “ ˘p2 ` iq.

12
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2. Le discriminant est

∆ “ p´3q
2

´ 4p3 ` iq “ ´3 ´ 4i.

Or

p1 ´ 2iq2 “ ´3 ´ 4i,

donc une racine carrée de ∆ est 1 ´ 2i. Les deux racines sont

z1 “
3 ` p1 ´ 2iq

2
“ 2 ´ i,

z2 “
3 ´ p1 ´ 2iq

2
“ 1 ` i.

Par conséquent,

z2 ´ 3z ` p3 ` iq “ pz ´ p2 ´ iqqpz ´ p1 ` iqq.

Problème II.3 : Racines n-ièmes

1. Écrivons z “ ρeiφ avec ρ ě 0. Alors

zn “ ρneinφ.

L’égalité zn “ reiθ équivaut à

ρn “ r, nφ “ θ ` 2kπ, k P Z.

On obtient donc

zk “ r1{neipθ`2kπq{n.

Les valeurs k “ 0, . . . , n ´ 1 donnent n solutions distinctes, et les autres valeurs de k les
reproduisent. Ainsi,

zk “ r1{neipθ`2kπq{n, k “ 0, . . . , n ´ 1.

2. Comme

´8 “ 8eiπ,

les solutions de z3 “ ´8 sont

zk “ 2eipπ`2kπq{3, k “ 0, 1, 2.

On trouve

z0 “ 1 ` i
?
3, z1 “ ´2, z2 “ 1 ´ i

?
3.

Ces trois points ont module 2 et leurs arguments sont espacés de 2π{3 : ils forment un triangle
équilatéral centré en l’origine.

13
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ℜz

ℑz
1 ` i

?
3

´2

1 ´ i
?
3

3. Pour zn “ 1, on prend r “ 1 et θ “ 0. Les solutions sont

ωk “ e2ikπ{n, k “ 0, . . . , n ´ 1.

Elles ont toutes module 1 et deux solutions consécutives ont des arguments qui diffèrent de
2π{n. Elles sont donc les sommets d’un polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle unité.

Problème II.4 : Exponentielle, trigonométrie et logarithme complexes

1. Si z “ x ` iy, alors

ez`2iπ
“ ex

`

cospy ` 2πq ` i sinpy ` 2πq
˘

“ expcos y ` i sin yq “ ez.

Ainsi l’exponentielle n’est pas injective.

D’après les définitions du sinus et du cosinus complexes,

cospiyq “
e´y ` ey

2
“ cosh y ,

sinpiyq “
e´y ´ ey

2i
“ i sinh y .

Comme cosh y Ñ `8 et | sinh y| Ñ `8 lorsque y Ñ `8, les fonctions cos et sin ne sont pas
bornées sur C.

2. Écrivons w “ u ` iv. Alors

ew “ eueiv.

L’égalité ew “ reiθ impose

eu “ r, v “ θ ` 2kπ, k P Z.

Ainsi

w “ ln r ` ipθ ` 2kπq, k P Z.

En particulier, puisque 2i “ 2eiπ{2,

ew “ 2i ðñ w “ ln 2 ` i
´π

2
` 2kπ

¯

, k P Z.

Un logarithme complexe de z ‰ 0 est donc une solution de ew “ z. Il en existe une infinité, qui
diffèrent de multiples de 2iπ. Il n’existe en revanche aucun logarithme complexe de 0, puisque
ew ‰ 0 pour tout w P C.

14
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3. Comme

´1 “ eiπ,

tous ses logarithmes complexes sont

w “ ipπ ` 2kπq “ ip2k ` 1qπ, k P Z.

Problème II.5 : Application : l’oscillateur harmonique

On considère

x2
ptq ` ω2xptq “ 0, ω ą 0.

1. Cherchons une solution complexe sous la forme

zptq “ eλt.

Comme z2ptq “ λ2eλt, l’équation devient

pλ2
` ω2

qeλt “ 0.

L’exponentielle ne s’annulant jamais,

λ2
` ω2

“ 0,

donc

λ “ ˘iω.

2. Les fonctions eiωt et e´iωt sont donc des solutions. L’équation étant linéaire, toute combinaison
linéaire

zptq “ aeiωt ` be´iωt, a, b P C,

est encore une solution.

3. Par la formule d’Euler,

zptq “ pa ` bq cospωtq ` ipa ´ bq sinpωtq.

Cette fonction est réelle pour tout t si et seulement si

b “ a.

En effet, si a “ α ` iβ, alors b “ α ´ iβ et

zptq “ 2α cospωtq ´ 2β sinpωtq.

Réciproquement, pour A,B P R, on peut choisir

a “
A ´ iB

2
, b “

A ` iB

2
“ a.

Les deux solutions eiωt et e´iωt étant linéairement indépendantes, elles engendrent l’espace des
solutions complexes de cette équation différentielle d’ordre 2. Les solutions réelles sont donc
exactement

xptq “ A cospωtq ` B sinpωtq, A,B P R.
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4. On a

xp0q “ A,

x1
p0q “ ωB.

Les conditions initiales imposent donc

A “ x0, B “
v0
ω
.

Ainsi,

xptq “ x0 cospωtq `
v0
ω

sinpωtq.

5. (Bonus) En dérivant l’énergie,

E 1
ptq “ x1

ptqx2
ptq ` ω2xptqx1

ptq

“ x1
ptq

`

x2
ptq ` ω2xptq

˘

“ 0.

Par conséquent,

Eptq “ Ep0q pour tout t.

16



Polytech Lyon - Fondements Mathématiques TD III 16/09/2026

Séries de Fourier

Problème III.1 : Calcul de série

1. On pose

gpyq “ f

ˆ

a `
T

2π
y

˙

, y P r0, 2πs.

Le changement de variables x “ a ` Ty{p2πq donne

2π
ż

0

|gpyq|
2 dy “

2π

T

a`T
ż

a

|fpxq|
2 dx ă 8.

On peut donc appliquer à g la décomposition vue en cours :

gpyq “ lim
NÑ8

N
ÿ

n“´N

dne
iny, dans L2

p0, 2πq,

dn “
1

2π

2π
ż

0

gpyqe´iny dy.

Le même changement de variables dans les coefficients donne

dn “
1

T

a`T
ż

a

fpxqe´2iπnpx´aq{T dx.

En revenant à la variable x, on obtient

fpxq “ lim
NÑ8

N
ÿ

n“´N

dne
2iπnpx´aq{T , dans L2

pa, a ` T q.

La convergence dans L2 est conservée par ce changement de variables, qui multiplie le carré de
la norme par T {p2πq.

De manière équivalente, en posant cn “ dne
´2iπna{T , on retrouve la forme usuelle :

cn “
1

T

a`T
ż

a

fpxqe´2iπnx{T dx, n P Z,

fpxq “ lim
NÑ8

N
ÿ

n“´N

cne
2iπnx{T , dans L2

pa, a ` T q.

2. Par imparité, c0 “ 0. Pour n ‰ 0, une intégration par parties donne

cn “
1

2π

„

ix

n
e´inx

ȷπ

´π

´
i

2πn

ż π

´π

e´inx dx “
ip´1qn

n
,

car l’intégrale du dernier terme est nulle et einπ “ e´inπ “ p´1qn. Ainsi,

c0 “ 0, cn “
ip´1qn

n
pn ‰ 0q.
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3. L’identité de Parseval donne

π2

3
“

1

2π

ż π

´π

x2 dx “
ÿ

nPZ

|cn|
2

“ 2
`8
ÿ

n“1

1

n2
.

On en déduit

`8
ÿ

n“1

1

n2
“

π2

6
.

4. Notons

cn “
1

2π

ż 2π

0

fpxqe´inx dx

les coefficients complexes de f . Pour n ě 1, les formules d’Euler donnent

cne
inx

` c´ne
´inx

“ pcn ` c´nq cospnxq ` ipcn ´ c´nq sinpnxq.

On pose donc

an “ ipcn ´ c´nq, bn “ cn ` c´n pn ě 1q, b0 “ 2c0.

En regroupant les termes d’indices n et ´n dans les sommes partielles, on obtient

fpxq “ lim
NÑ`8

«

b0
2

`

N
ÿ

n“1

pan sinpnxq ` bn cospnxqq

ff

, dans L2
pr0, 2πsq.

Les expressions intégrales sont

an “
1

π

ż 2π

0

fpxq sinpnxq dx, n ě 1,

bn “
1

π

ż 2π

0

fpxq cospnxq dx, n ě 0.

Ces formules restent valables lorsque f est à valeurs complexes.

5. Par périodicité, on peut calculer les coefficients sur r´π, πs. Comme g est paire,

an “ 0 pn ě 1q, b0 “
1

π

ż π

´π

x2 dx “
2π2

3
.

Pour n ě 1, deux intégrations par parties donnent

bn “
2

π

ż π

0

x2 cospnxq dx “ ´
4

πn

ż π

0

x sinpnxq dx “
4p´1qn

n2
.

La série obtenue converge normalement, puisque
ř

ně1 4{n2 ă `8, donc uniformément. Sa
somme coïncide avec g dans L2 ; les deux fonctions étant continues, elles sont égales en tout
point. Ainsi,

x2
“

π2

3
` 4

`8
ÿ

n“1

p´1qn cospnxq

n2
, x P r´π, πs.
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6. Pour θ P r0, 2πs, on applique la formule précédente en x “ θ ´ π P r´π, πs. Comme

cos pnpθ ´ πqq “ p´1q
n cospnθq,

il vient

pθ ´ πq
2

“
π2

3
` 4

`8
ÿ

n“1

cospnθq

n2
.

Par conséquent,

`8
ÿ

n“1

cospnθq

n2
“

θ2

4
´

πθ

2
`

π2

6
, θ P r0, 2πs.

En particulier, pour θ “ π{3,
`8
ÿ

n“1

cos
`

nπ
3

˘

n2
“

π2

36
´

π2

6
`

π2

6
“

π2

36
.

Problème III.2 : Cordes vibrantes

On pose

kn “
nπ

L
, wn “ ckn, n ě 1.

1. Pour chaque t ě 0, on considère up¨, tq dans L2p0, Lq et son prolongement impair rup¨, tq, puis
2L-périodique. Par imparité, le coefficient constant et tous les coefficients en cosinus de ru sont
nuls. Ses coefficients en sinus sont

anptq “
1

L

L
ż

´L

rupx, tq sinpknxq dx “
2

L

L
ż

0

upx, tq sinpknxq dx.

La convergence dans L2p´L,Lq de la série de Fourier, puis la restriction à s0, Lr, donnent (les
coefficient en cosinus s’annulent par imparité)

upx, tq “

8
ÿ

n“1

anptq sinpknxq, dans L2
p0, Lq.

2. On calcule

B
2
t upx, tq “

8
ÿ

n“1

a2
nptq sinpknxq,

B
2
xupx, tq “ ´

8
ÿ

n“1

anptqk2
n sinpknxq.

En identifiant les coefficients de Fourier,

a2
nptq ` w2

nanptq “ 0.

Il existe donc des constantes An, Bn telles que

anptq “ An cospwntq ` Bn sinpwntq, An “ anp0q, Bn “
a1
np0q

wn

.

On obtient

upx, tq “

8
ÿ

n“1

pAn cospwntq ` Bn sinpwntqq sinpknxq.
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3. La courbe de Ta est formée des segments joignant p0, 0q à pa, 1q, puis pa, 1q à pL, 0q. La courbe
de P est une parabole concave, nulle en 0 et L, de sommet pL{2, 1q :

P pxq “ 1 ´

ˆ

2x

L
´ 1

˙2

.

x
0

1

a L

Ta

x
0

1

L{2 L

P

Notons τn les coefficients en sinus de Ta. Alors

τn “
2

L

»

–

1

a

a
ż

0

x sinpknxq dx `
1

L ´ a

L
ż

a

pL ´ xq sinpknxq dx

fi

fl .

Une intégration par parties dans chaque intégrale donne
a
ż

0

x sinpknxq dx “ ´
a cospknaq

kn
`

sinpknaq

k2
n

,

L
ż

a

pL ´ xq sinpknxq dx “
pL ´ aq cospknaq

kn
`

sinpknaq

k2
n

.

Les termes en cosinus se compensent, d’où

τn “
2

Lk2
n

ˆ

1

a
`

1

L ´ a

˙

sinpknaq “
2L2

π2apL ´ aq

sinpnπa{Lq

n2
.

Notons pn les coefficients en sinus de P . Deux intégrations par parties, utilisant sinpknLq “ 0,
donnent

L
ż

0

xpL ´ xq sinpknxq dx “
2

k2
n

L
ż

0

sinpknxq dx “
2 p1 ´ p´1qnq

k3
n

.

Par conséquent,

pn “
8

L3

L
ż

0

xpL ´ xq sinpknxq dx “
16

π3

1 ´ p´1qn

n3
.

On en déduit

Tapxq “
2L2

π2apL ´ aq

8
ÿ

n“1

sinpnπa{Lq

n2
sinpknxq,

P pxq “
16

π3

8
ÿ

n“1

1 ´ p´1qn

n3
sinpknxq.

Les coefficients sont respectivement en Opn´2q et Opn´3q, donc les deux séries convergent
absolument et uniformément sur r0, Ls. Leurs sommes sont continues et égales à Ta et P dans
L2p0, Lq. Les égalités sont donc valables en tout point de r0, Ls.
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4. Pour des données initiales up¨, 0q “ F et Btup¨, 0q “ G, les coefficients vérifient

An “
2

L

L
ż

0

F pxq sinpknxq dx, Bn “
2

Lwn

L
ż

0

Gpxq sinpknxq dx.

Pour la corde pincée, on a Ag
n “ τn et Bg

n “ 0, tandis que, pour la corde frappée,

Ap
n “ 0, Bp

n “
pn
wn

“
16L

cπ4

1 ´ p´1qn

n4
.

Ainsi,

ugpx, tq “
2L2

π2apL ´ aq

8
ÿ

n“1

sinpnπa{Lq

n2
cospwntq sinpknxq,

uppx, tq “
16L

cπ4

8
ÿ

n“1

1 ´ p´1qn

n4
sinpwntq sinpknxq.

5. Pour la corde pincée, le mode n n’est pas excité si et seulement si

sin
´nπa

L

¯

“ 0 ðñ
na

L
P Z.

Si a{L “ p{q est une fraction irréductible, avec 1 ď p ă q, les modes absents sont exactement
les multiples de q. Si a{L est irrationnel, tous les modes sont excités.

Pour la corde frappée, le coefficient du mode n est nul si et seulement si 1 ´ p´1qn “ 0. Les
modes pairs sont donc absents, et tous les modes impairs sont excités.

6. Lorsque a “ L{2, on obtient

Ag
n “

8

π2

sinpnπ{2q

n2
, Bg

n “ 0,

Ap
n “ 0, Bp

n “
16L

cπ4

1 ´ p´1qn

n4
.

Les deux excitations ne contiennent que des modes impairs. Pour n impair,

Mg
n “

8

π2n2
, Mp

n “
32L

cπ4n4
.

Les amplitudes relatives sont donc

Mg
n

Mg
1

“

#

n´2, n impair,
0, n pair,

Mp
n

Mp
1

“

#

n´4, n impair,
0, n pair.

Les fréquences présentes sont identiques, mais les harmoniques élevées du déplacement sont plus
atténuées pour l’excitation parabolique en vitesse. Dans ce modèle, le déplacement de la corde
pincée est donc plus riche en harmoniques élevées. Cette comparaison porte sur le déplacement
de la corde ; le son rayonné par un instrument réel dépend aussi de sa caisse de résonance et de
son couplage avec l’air.

7. Le prolongement impair et 2L-périodique de Ta admet la série uniformément convergente

rTapyq “

8
ÿ

n“1

τn sinpknyq, y P R.
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Puisque wn “ ckn, l’identité trigonométrique donne

cospwntq sinpknxq “
1

2
rsin pknpx ´ ctqq ` sin pknpx ` ctqqs .

En sommant,

ugpx, tq “
1

2
rTapx ´ ctq `

1

2
rTapx ` ctq.

Un point de profil d’abscisse initiale y se trouve en x “ y ` ct dans le premier terme et en
x “ y ´ ct dans le second. Le premier terme se propage donc vers la droite, le second vers la
gauche, tous deux à la célérité c.

L’imparité donne rTap´ctq ` rTapctq “ 0. L’imparité et la périodicité donnent également

rTapL ` ctq “ rTap´L ` ctq “ ´rTapL ´ ctq.

La superposition respecte donc les deux extrémités fixes. La formule reste valable pour tout
a Ps0, Lr.

Problème III.3 : (Bonus) Convergence ponctuelle et discontinuités

1. Pour λ P Rzt0u et 0 ď a ă b ď π,

b
ż

a

eiλt dt “
eiλb ´ eiλa

iλ
,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b
ż

a

eiλt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

|λ|
.

Pour une fonction en escalier h “
řm

j“1 zj1rtj´1,tjr, on a donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π
ż

0

hptqeiλt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

|λ|

m
ÿ

j“1

|zj| ÝÑ 0.

Soient maintenant g P L1p0, πq et ϵ ą 0. Par densité, on choisit une fonction en escalier h telle
que }g ´ h}L1 ă ϵ. Alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π
ż

0

gptqeiλt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ϵ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π
ż

0

hptqeiλt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

La limite supérieure est au plus ϵ. Puisque ϵ est arbitraire, on obtient le lemme de Riemann–
Lebesgue.

2. En regroupant les indices n et ´n,

DNptq “ 1 ` 2
N
ÿ

n“1

cospntq,

donc DN est réelle et paire. Pour t R 2πZ, la formule de la somme géométrique donne

DNptq “ e´iNt1 ´ eip2N`1qt

1 ´ eit
“

sin
`

pN ` 1
2
qt
˘

sinpt{2q
.
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Par ailleurs,

DNp0q “ 2N ` 1.

L’intégrale de chaque exponentielle de fréquence non nulle sur r´π, πs étant nulle, on obtient

1

2π

π
ż

´π

DNptq dt “ 1.

3. Par le changement de variables s “ x ´ t,

1

2π

π
ż

´π

fpx ´ tqeint dt “
einx

2π

x`π
ż

x´π

fpsqe´ins ds “ cne
inx.

La dernière égalité utilise la 2π-périodicité de s ÞÑ fpsqe´ins. En sommant de ´N à N , il vient

SNfpxq “
1

2π

π
ż

´π

fpx ´ tqDNptq dt.

4. On note f 1px´q et f 1px`q les limites latérales de la dérivée. Les hypothèses sur f permettent
d’écrire, lorsque t Ñ 0`,

fpx ` tq “ fpx`
q ` tf 1

px`
q ` optq,

fpx ´ tq “ fpx´
q ´ tf 1

px´
q ` optq.

Comme sinpt{2q “ t{2 ` optq, on en déduit

lim
tÑ0`

gxptq “ 2
`

f 1
px`

q ´ f 1
px´

q
˘

.

Ainsi, gx est bornée au voisinage de 0. Sur tout intervalle rδ, πs, avec δ ą 0, son numérateur est
borné et sinpt{2q ě sinpδ{2q ą 0. La fonction gx est donc intégrable sur s0, πr.

5. La parité de DN donne

SNfpxq “
1

2π

π
ż

0

pfpx ` tq ` fpx ´ tqqDNptq dt.

De plus,
π
ş

0

DNptq dt “ π. En soustrayant la moyenne des limites latérales, on obtient

SNfpxq ´
fpx´q ` fpx`q

2
“

1

2π

π
ż

0

`

fpx ` tq ` fpx ´ tq ´ fpx`
q ´ fpx´

q
˘

DNptq dt

“
1

2π

π
ż

0

gxptq sin

ˆ

pN `
1

2
qt

˙

dt.

En écrivant

sinpλtq “
eiλt ´ e´iλt

2i
,
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le lemme de Riemann–Lebesgue appliqué à gx montre que le dernier membre tend vers 0. Ainsi,

lim
NÑ`8

SNfpxq “
fpx´q ` fpx`q

2
.

Si f est continue en x, cette limite vaut fpxq. En un point de discontinuité, elle ne dépend pas
de la valeur attribuée à fpxq : changer une fonction en un point ne modifie ni ses coefficients de
Fourier ni ses limites latérales.

Problème III.4 : (Bonus) Séries de Fourier à plusieurs dimensions

1. La condition ei ¨ e˚
j “ δij s’écrit

ETE˚ “ Id.

Puisque E est inversible, elle détermine une unique matrice

E˚ “ pET
q

´1
“ pE´1

q
T.

Cette matrice est inversible : ses colonnes forment donc bien une base de Rd.

2. Il suffit de tester la condition définissant Λ˚ sur les vecteurs ej . En effet, toutes les combinaisons
entières de nombres appartenant à 2πZ appartiennent encore à 2πZ. Ainsi,

k P Λ˚
ðñ ETk P 2πZd.

Il existe donc n P Zd tel que

k “ 2πpET
q

´1n “ 2π
d
ÿ

j“1

nje
˚
j .

D’où

Λ˚
“
␣

kn | n P Zd
(

, kn “ 2πE˚n.

Enfin,

eik¨px`λq
“ eik¨xeik¨λ.

L’exponentielle est Λ-périodique si et seulement si eik¨λ “ 1 pour tout λ P Λ, c’est-à-dire si et
seulement si k P Λ˚.

3. Le changement de variables x “ Et envoie r0, 1rd sur Q, avec un jacobien constant égal à |detE|.
Par conséquent,

|Q| “ |detE| .

La dualité donne

kn ¨ pEtq “ 2πn ¨ t.

Pour n,m P Zd, on en déduit

xφn, φmy “
1

|Q|

ż

Q

eipkm´knq¨x dx “

ż

r0,1sd

e2iπpm´nq¨t dt

“

d
ź

j“1

1
ż

0

e2iπpmj´njqtj dtj “

d
ź

j“1

δnjmj
“ δnm.

La famille pφnqnPZd est donc orthonormale.
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4. Par le changement de variables précédent, il suffit de démontrer la complétude de pt ÞÑ e2iπn¨tqnPZd

dans L2pr0, 1sdq. On procède par récurrence sur d. Le cas d “ 1 est la complétude des séries de
Fourier à une dimension.

Supposons le résultat établi en dimension d ´ 1. Soit H P L2pr0, 1sdq telle que
ż

r0,1sd

Hptqe´2iπn¨t dt “ 0, n P Zd.

Écrivons t “ pt1, sq avec t1 P r0, 1sd´1 et s P r0, 1s. Pour m P Zd´1, posons

hmpsq “

ż

r0,1sd´1

Hpt1, sqe´2iπm¨t1

dt1.

Par Fubini et Cauchy–Schwarz, hm est définie presque partout et appartient à L2p0, 1q. Pour
tout ℓ P Z,

1
ż

0

hmpsqe´2iπℓs ds “ 0.

La complétude en dimension 1 implique donc hm “ 0 presque partout.

Comme Zd´1 est dénombrable, on peut choisir un même ensemble de mesure pleine sur lequel
tous les hm sont nuls et Hp¨, sq P L2pr0, 1sd´1q. Pour chaque s dans cet ensemble, tous les
coefficients de Fourier de Hp¨, sq sont nuls. L’hypothèse de récurrence donne Hp¨, sq “ 0 presque
partout. Par Fubini, H “ 0 presque partout sur r0, 1sd.

L’orthogonal de la famille est donc réduit à t0u, ce qui prouve sa complétude. La famille pφnq

est ainsi une base hilbertienne de L2pQq.

5. Les coefficients dans cette base hilbertienne sont

αn “ xφn, fy “
1

a

|Q|

ż

Q

fpxqe´ikn¨x dx.

Puisque αnφnpxq “ cne
ikn¨x, on a

cn “
1

|Q|

ż

Q

fpxqe´ikn¨x dx.

La décomposition hilbertienne donne

fpxq “ lim
NÑ`8

ÿ

nPZd

|n1|,...,|nd|ďN

cne
ikn¨x, dans L2

pQq.

L’identité de Parseval s’écrit
1

|Q|

ż

Q

|fpxq|
2 dx “

ÿ

nPZd

|cn|
2 .

Plus précisément, l’erreur de troncature vérifie
›

›

›

›

›

›

›

›

f ´
ÿ

nPZd

maxj |nj |ďN

cne
ikn¨x

›

›

›

›

›

›

›

›

2

L2pQq

“ |Q|
ÿ

nPZd

maxj |nj |ąN

|cn|
2

ÝÑ 0.
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